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Risques financiers:

guelle modélisation mathematique ?

La récente crise financiére a suscité des interrogations sur le role

des modeles mathématiques en finance. Ces modeles sont indispensables,
mais il faut connaitre leurs limites.

Rama CONT

es modéles mathématiques
pénétrenttousles secteursdela

finance moderne : gestion de por-

tefeuilles, évaluation des produits

dérivés, « régulation prudentielle » des
banques, normes de controle et de gestion
des risques. Pourtant, selon la formule d'un
communiqué récent de I'’Académie des
sciencesfrancaise, « leur role estmal connu,
souvent surévalué, parfois diabolisé ». Ce
débat a pris une tournure particuliere dans
lesmédias frangais. Dans un élan étrange qui
tient plus du reglement de compte avec les
mathématiques, instrument controversé de
sélection dans le systéme éducatif frangais,
les médias en France ont accusé les mathé-
matiques financiéres d'étre la cause de nos
maux, en citant péle-méle laformule de Black-
Scholes et la surmathématisation de I'éco-
nomie... Des propos faciles qui, en gonflant
le role des modéles quantitatifs, évitent de
réfléchirauxracines économiques delacrise.
Lorigine de la crise financiére actuelle

se trouve dans I'éclatement de la bulle spé-
culative immobiliére aux Etats-Unis. Loin
d'étre un phénomene « sans précédent »,
commeonapulentendre, cette crise répete
unschémafamilier pourles économistes et
aconnu de multiples précédents historiques,
bien avant'apparition des « mathématiques
financiéres » ou du moindre produit dérivé.
Enfinance, les modeles mathématiques
serventamesurer et quantifier le risque des
investissements. A ce titre, ils jouent le role
d'outils d'aide a la décision pour les ges-
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tionnaires, les investisseurs et les régula-
teurs. Mais, a de rares exceptions pres, une
banque ou un fonds d'investissement ne
fonde pas une décision majeure d'investis-
sement sur une formule mathématique. La
décision, pour les banques d'investissement
américaines, d'investir massivement dans
les préts risqués (les « subprimes ») était
motivée par larecherche de rentabilités tou-
jours plus grandes, elle ne s'appuyait pas sur
un modéle mathématique.

Mais, méme si les modéles mathéma-
tiques ne sont pas a l'origine de cette crise,
celle-ciamis en évidence un certainnombre
de défaillances dans la gestion et la modé-
lisation des risques dans les banques, les
agences de notation, les systemes de régu-
lation et les institutions financiéres. S'agit-il
d'une défaillance des méthodes quantita-
tives, d'une mauvaise utilisation de ces
méthodes ou de la non-utilisation des
méthodes disponibles ?

Mon objectificinest pas d'analyserlacrise
financiére, mais plutot de la prendre comme
prétexte pour faire une radioscopie de lamodé-
lisation mathématique en finance, son role,
ses limites et ses perspectives de dévelop-
pement. J'évoquerai chemin faisant des
exemplesde crisesrécentes, etmoinsrécentes,
en liaison avec les concepts discutés.

Lafinance estune discipline quantitative
paressence: le calcul des profitset des pertes
d'investissements, desintéréts surles préts,
etc., fait intervenir des mathématiques.
Leur niveau se complique dés lors qu'on
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slintéresse non plus aux profits et pertes pas-
sés, mais futurs: il faut alors quantifier I'in-
certitude sur les mouvements futurs de prix
al'aide des probabilités et des statistiques.

Le premier arelever ce défifutle mathé-
maticien frangais Louis Bachelier qui,
en 1900, modélisa les variations des prix
boursiers comme des variables aléatoires
indépendantes, avec cette proposition assez
révolutionnaire pour une époque ou la
science baignait dans le déterminisme lapla-
cien: «Le marché n'obéitqu'aune seuleloi:
laloi du hasard. »

Hasard sage
et hasard sauvage

Bachelier supposa que les variations du prix
duneactionP(t) surdesintervalles de temps
successifs sont des variables aléatoires indé-
pendantes qui suivent une loi gaussienne
(courbe de probabilité en forme de cloche,
quidécroitexponentiellementvite de partet
d'autre de la moyenne). Autrement dit, les
valeursdel'écartP(t+h) —P(t) desprixentre
deuxinstants successifs ont une probabilité
décrite par une loi gaussienne, caractéri-
sée par son écart-type, qui mesure I'ampleur
des fluctuations par rapport a la moyenne,
cest-a-dire la « volatilité » de I'action.

Le modéle de Bachelier implique que le
prix d'une action ou d'un indice boursier suit
un processus brownien, analogue au mou-
vement erratique de particules microsco-
piques qui subissentles chocs aléatoires des
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molécules envi-
ronnantes. Dans
les années 1970, en
modifiant légérement
le modéle de Bachelier, les
AméricainsFischer Black et
Myron Scholes ontreprésente
les rendements (ou variations
logarithmiques) d’une action
comme desvariables aléatoiresinde-
pendantes et gaussiennes.

Ces modeles ont en commun de
quantifier l'incertitude sur la valeur future
d'un portefeuille boursier par lanotion de vola-
tilité ou variance. Une fois ce risque quanti-
fié, on peutdéployer des outils mathématiques
pour chercher a le minimiser. Harry Marko-
witz (prix Nobel d'économie en 1990) a
ainsi proposé en 1954 une méthode pour
minimiser le risque d'un portefeuille, enimpo-
sant un rendement donné. Cela a fondé la
théorie de l'optimisation de portefeuille.

Une autre possibilité ouverte par ces
modeles est de considérer des contrats d'as-
surance contre ces fluctuations de marchés
—ce sont les produits dérivés ou les options—
etde lesvaloriser un peucomme unactuaire
calcule des primes d'assurance. Black,
M. Scholes et R. Merton pousserent plus loin
I'analyse de Bachelier pour montrer que leurs
hypothéses permettaient de calculer la
valeur — ou prime — de ces contrats d'as-
surance. Cest lafameuse formule de Black-
Scholes-Merton qui vit le jour en 1973, en
méme temps que la naissance du premier
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marché organisé d'options & Chicago, et qui
marque la naissance de la théorie de I'éva-
luation des options.
Cesmodélisationsimpliquentque le risque
d'un portefeuille boursier peut étre mesuré
par un indicateur simple — sa volatilité, défi-
nie comme |'écart-type de ses rendements
journaliers. Cet indicateur mesure l'ordre
de grandeur des fluctuations typiques
du prix sur une journée. Mais si le but
est de quantifier le risque d'un porte-
feuille, ce ne sont pas ces variations
«typiques » qui comptent, mais
bien les variations extrémes
qui conduisent & des gains
ou pertes spectaculaires.
Or I'écart-type ne
renseigne pas sur les

i
1. LESRENDEMENTS JOURNALIERS de l'indice Dow Jones en 2007 et 2008 (a) ont une distribution statistique (les
points dans b) qui est plus proche d'une loi « & queues épaisses », telle la loi de Student de parametre 3 (en bleu), que
d'une loi gaussienne (en rouge). Les trois distributions représentées ont le méme écart-type et la méme moyenne.
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fluctuations extrémes, qui sont représentées
par la queue de la distribution de probabi-
lité. Si I'on suppose une distribution gaus-
sienne pour les rendements journaliers, la
probabilité qu'un rendement observé dévie
de sa moyenne de quatre écarts-types est
inférieura0,01 pour cent, soitun événement
observé unefois tousles 63ans. Enrevanche,
sionremplace ladistribution gaussienne par
une distribution de Student de parameétre 3,
de méme écart-type, la méme probabilité
passe a 0,62 pour cent, soit un événement
observé en moyenne deux fois par an! On
voit donc que I'hypothése faite sur la distri-
bution des rendements a des implications
importantes pour le risque.

Comment ces chiffres se comparent-
ils avec les observations de marché ? La
serie, sur deux ans, des rendements jour-
naliers de l'indice Dow Jones (voir lafigure 1)
contient 16 observations dont 'amplitude
dépasse quatre écarts-types : cela donne
une proportion de 0,78 pour cent, un peu
plus que la loi de Student et 100 fois plus
que la loi gaussienne!

Benoit Mandelbrot, le pére des fractales,
avait signalé des 1963 limportance de ces
fluctuations extrémes. Il qualifia ce compor-
tement de « hasard sauvage », par opposi-
tionau comportementaléatoire, mais continu
etassez « sage », du mouvement brownien.
Il suggéra alors de remplacer le mouvement
brownien par une classe de processus aléa-
toires reflétant ce caractére sauvage : les
«processus de Lévy », étudiés 30 ans plus
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tot par le mathématicien francais Paul Lévy
et qui engendrent une évolution disconti-
nue du prix, ponctuée de sauts.

Les réserves de Mandelbrot sur la loi
gaussienne, accueillies avec scepticisme
dans les années 1960, figurent désormais
dans tout bon manuel d'économétrie finan-
ciére. Cependant, les institutions financiéres
ou I'on mesure les risques au moyen de
modéles gaussiens sontencore nombreuses.
Comme le constate B. Mandelbrot, laprise en
compte de ces risques extrémes aurait pu
« éviter aux gens de perdre autant d'argent
parce qu'ils sous-estiment leurs risques ».
Voiladonc un exemple, non pas de défaillance
de lamodélisation quantitative, mais de I'ab-
sence dutilisation d'outils quantitatifs pour-
tant disponibles dans le domaine public.

Des crises récurrentes
et endogénes

Mais cette approche purement statistique du
risque financier a ses limites. En effet, la
représentation d'un prix boursier comme
un processus aléatoire exogéne dontles pro-
priétés statistiques — volatilité et corréla-
tions — sont stables revient a supposer une
liquidité infinie du marché, qui peut absor-
ber le flux de ventes et d’achats sans modi-
fier la dynamique des prix. Dans cette
perspective, les fluctuations aléatoires des
prixrésultent de I'arrivée —aléatoire —de nou-
vellesinformations (économiques ou autres)
que le marché integre dans le prix. Cest la
théorie de lefficience informationnelle des
marchés financiers, promue par 'économiste
Eugene FamaaChicago danslesannées 1970,
que I'on peut résumer par l'idée que les prix
de marché refletent toujours fidélement les
informations disponibles. C'est la version
financiére du concept de « main invisible »
d’Adam Smith: le marché fixerait le prix des
actifs a leur « juste valeur ».

Lhypothése de lefficience des marchés
a fait l'objet de nombreuses critiques au
sein méme de la communauté des écono-
mistes. La volatilité élevée des prix par rap-
portaux facteurs économiques fondamentaux
etlexistence de sauts brusques dansles prix
sontdifficilesaconcilier avec 'hypothése que
cesprixreflétentune information économique
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qui, elle, est moins volatile. Mais une illustra-
tion plus dramatique de la mise en défaut de
[efficience est la survenance —récurrente —
de crises et de krachs boursiers, moments
clefs de I'histoire financiere ou laliquidité du
marché cesse d'étre au rendez-vous.

Un premier exemple de ce qui peut arri-
ver quand laliquidité entre en compte estI'épi-
sode quiaconduitaukrach de 1987 Ungrand
nombre de gérants de fonds américains
s'étaientmisautiliser une nouvelle technique
de gestion, nommée « assurance de porte-
feuille » ; elle consiste a diminuer les parts
dans un fonds lorsqu'il baisse en valeur et a
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2. DIAGRAMME SCHEMATIQUE D'UN RESEAU
de transactions interbancaires. La défaillance
d'un établissement (un nceud du réseau) ayant
beaucoup de contreparties peut déstabiliser
I'ensemble du marché financier. L'analyse de
tels réseaux reste a faire.

les augmenter lorsque sa valeur remonte,
dans des proportions précises calculées a
partir de lavolatilité dufonds. Selon les hypo-
théses du modéle de Black-Scholes, cette
technique permet d'assurer le gérant contre
labaisse de son fonds. Mais elle conduitaune
spirale d'instabilité : en octobre 1987, une
baisseinitiale des prixaprovoqué des ordres
devente, ce quiaengendré une nouvelle chute
des prix, ce qui a a son tour accéléré le flux
des ordres de vente donc accéléré la chute
des prix... jusqu'au krach du 19 octobre
1987 (baisse de 22,6 pour cent de l'indice
Dow Jones Industrial, 45,8 pour cent a Hong
Kong, etc.). Aucune nouvelle économique
particuliére ne déclenchalacrise:cesontles
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stratégies de gestion des opérateurs de mar-
ché qui ont amorcé la chute du marché.

Ces phénoménes, assez difficiles a conci-
lier dans le cadre de la théorie des marchés
efficients, montrent le caractére endogéne
des crises financieres et I'importance de la
rétroaction des stratégies d'investissement
sur le comportement des prix. Le prix n'est
pas une donnée du paysage dans lequel évo-
luent les acteurs financiers, mais bel et
bien le résultat du consensus de cesmémes
acteurs et de leur comportement collectif.

La conjonction des événements rares
et des effets de rétroaction peut conduire
a une amplification encore plus impres-
sionnante des risques, comme lors de l'ef-
fondrement du fonds LTCM en 1998.

LTCM était un fonds d'investissement
américain, qui comptait parmi ses associés
M. Scholes et R. Merton, prix Nobel d'éco-
nomie en 1997 et auteurs de la formule de
Black-Scholes-Merton. Se fondant notam-
ment sur les corrélations statistiques obser-
vées dans le passé dans les mouvements
de taux d'intérét, LTCM paria plusieurs cen-
taines de milliards de dollars sur un retour
ala normale des taux obligataires apres la
crise asiatique de 1997,

Survint alors I'« événement rare » : a
la fin de I'été 1998, la défaillance de la
Russie provoque un nouveau choc sur les
marchés obligataires. Les taux d'intérét
se déplacent a I'exact opposé des antici-
pations de LTCM, qui voit son capital de plus
de 1200 milliards de dollars (I'équivalent
duPIBdu Portugal ') s'évaporer en quelques
jours. La chute de LTCM a exposé aussi les
principales banques d'investissement amé-
ricaines, contreparties de LTCM. Il ne fallut
rien moins que l'intervention de la Banque
fédérale de New York et une coalition des
grandes banques d'affaires de Wall Street
pour éviter une crise systémique.

Ces cas, loin d'étre isolés, montrent
qu'une approche purement statistique ne
traduit pas bien la nature du risque finan-
cier: lavolatilité et la corrélation ne sont pas
des données figées, mais résultent de la
dynamique de l'offre et de la demande sur
le marché en réponse aux mouvements
méme des prix. Elles montrent aussi I'im-
portance durisque de liquidité, plus difficile
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amodéliser et quin'a pas été suffisamment
intégré dans les méthodes quantitatives de
mesure et gestion de risques utilisées par
les institutions financiéres.

Le casdeLTCM, comme celui, tout récent,
de la banque d'affaires Lehman Brothers,
révélentaussilaforte interdépendance des
institutions financiéres, désormais connec-
tées par un réseau complexe de relations de
contrepartie (voir lafigure 2), ot les nceuds
représentent lesinstitutions financiéeres, et
lesliens, les expositions (dette ou créance)
entre ces institutions. La défaillance d'un
nceud de ce réseau peut se propager aux
nceuds voisins—les contreparties —etainsi
déclencher une crise systémique.

La volatilité des marchés, la taille sans
précédent des transactions financiéres et
leur impact non négligeable sur 'économie
posent une question importante aux Etats,
aux citoyens et aux autorités de régulation::
commentcontroler ce systeme complexe et
éviter son implosion, aux conséquences
désastreuses pour I'économie etlasociété ?

Un systéme complexe
aréguler... et a étudier

Le cadre actuel de « régulation prudentielle »
desbanques s'appuie sur une approche sta-
tistique de la modélisation du risque. Les
réglementationsinternationales en vigueur
— codifiées par les accords de Bale Il entre
banques centrales — demandent aux
banques de détenir une réserve de « capi-
tal réglementaire », sorte de roue de secours
proportionnelle aleur « Value at Risk », défi-
nie par exemple comme la pire perte que la
banque peut subir sous dix jours avec une
probabilité d’au moins un pour cent.

Cette approche, destinée a protéger
les établissements contre les fluctuations
du marché, considére chaque institution
prise isolément et semble impliquer que le
« risque » d'une institution est proportion-
nel a sa taille. Mais elle ne tient pas compte
de lapositiond'une institution dans le réseau
complexe que constitue le marché.

Alors que ce sont surtout des questions
idéologiques qui ont dominé le débat sur la
régulation, entre partisans et opposants d'une
régulation plus stricte des marchés finan-
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ciers, il nous semble que la question est
plutdt celle — non triviale — de savoir com-
ment concevoir des méthodes de surveillance
et de contrdle efficaces pour un systeme
aussi complexe. Sil'objectif du régulateur est
de maintenir la stabilité du systeme finan-
cier dans son ensemble, il est nécessaire
de tenir compte de la structure du réseau
financier et de la position d'une institution
dans ceréseau pour évaluer sonrisque. Cela
implique de cartographier les réseaux finan-
ciers, d'étudier leurs propriétés, de réflé-
chir aux méthodes efficaces pour mesurer
et surveiller le risque systémique dans ces
réseaux, ce qui n'est pas sans analogie
avec la surveillance d'une épidémie. Autant
de défis pour larecherche, ce quimontre que
la modélisation quantitative en finance a
beaucoup de pain sur la planche...

Que cela nous plaise ou non, les mar-
chésfinanciers font désormais partie inté-
grante du paysage économigue mondial et,
ace titre, ce qui s'y passe a une influence
considérable sur 'économie et la société.
Quiils'agisse d'institutions financieres cher-
chant a améliorer les pratiques de mesure
etgestion desrisques ou qu'il s'agisse d'ins-
tances gouvernementales et internationales
cherchantamieux surveiller et controler les
fluctuations des marchés financiers, tous
ontbesoin de mieux comprendre ces méca-
nismes complexes en jeu.

Lamodélisation mathématique enfinance,
discipline encore jeune et en plein dévelop-
pement, estutile pour étudier etcomprendre
cesmécanismes. Les défis posésparlacrise
actuelle appellent donc non pas a un rejet
delutilisation des mathématiques enfinance,
choseimpossible a concevoir, mais une modé-
lisation mathématique plus réaliste et une
meilleure mise en pratique des résultats de
larecherche parles acteurs du monde finan-
cier, gestionnaires et régulateurs.

Paradoxalement, la crise actuelle — expé-
rience en grandeur nature quimetaugrand
jour de nombreux aspects importants des
marchés financiers — est une occasion
formidable pour renouveler cette discipline,
enécartant les approches simplistes démen-
ties par les faits et en essayant de répondre
auxinterrogations des régulateurs, des ges-
tionnaires de risques et des citoyens. M
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